
TEMA 5. ELASTICITAT LINEAL 

5.1. Plantejament del Problema Elàstic 

5.1. Plantejament del Problema Elàstic 

Geometria 
Condicions 

de Contorn 
Material 

(E,) 

Enllaços 

Forces de superfície 

Forces de volum 

INCÒGNITES 
EQUACIONS 

][

][

u


6 

6 

3 

15 

- Per al tensor tensió: 

3 Eq. d’equilibri (interior o superfície) 

- Per al model de material: 

6 Relacions                (Hooke, Lamé) ][ ][

- Per a deformacions o desplaçaments: 

6 Condicions de compatibilitat i 6 relacions 

cinemàtiques 

15 
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5.2. Mètodes de Resolució 

5.2. Mètodes de Resolució 

Mètodes Analítics 

Generals 
Teoria de la Elasticitat 

Particulars 
Resistència de Materials 

Directe 

Semi-invers 

Invers 

Barres 

Plaques 

Membranes 

Estructures de barres ..... 

Mètodes Numèrics 

Diferències Finites 

Elements Finits 

Elements de Contorn 

Mètodes Experimentals 

Fotoelasticitat 

Extensometria Elèctrica 

Moiré 

Correlació d’imatge Digital (DIC) 
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Simulació numèrica Fotoelasticitat 

Extensometria elèctrica 

Moiré 

Correlació digital d’imatge 
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5.2. Mètodes de Resolució 

Mètode Directe:               Incògnites u


u


][

3 equacions d’equilibri b


],[

6 equacions Lamé ][][  

1

1
11

x

u
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2
22

x
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  0)grad(div  buGuG




Equació de Navier-Cauchy 

+ Verificar condicions de contorn 

Agoustin-Louis Cauchy 

1789-1857 

Matemàtic Francès  

Claude-Louis Navier 

1785-1836 

Matemàtic i Enginyer Francès 

http://en.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
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5.2. Mètodes de Resolució 

Mètode Semi-invers:               Incògnites 

6 equacions compatibilitat ][2 

6 eq Llei de Hooke ][][  

+ Verificar condicions de contorn 

3 equacions d’equilibri b


],[

(3 eq) 

(3 eq) 
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Equacions de Michell 

(“Beltrami” si b cnt) 

Mètode Invers: 

Suposar la solució        ò        ò       i verificar les equacions 

(p.ex. Funció d’Airy) 

[ ] [ ] u

John Henry Michell 
1863 - 1940  

Matemàtic australià 

Eugenio Beltrami 
1835 - 1900  

Matemàtic italià 

Sir George Biddell Airy 

1801-1892 

Astrònom i Matemàtic Anglès  
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5.3. Elasticitat bidimensional 

Tensió Plana 0231333  

122211 ,,  No depenen de x3 
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5.3. Elasticitat bidimensional 

Llei de Hooke Generalitzada: 
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Llei de Hooke Generalitzada 

5.3. Elasticitat bidimensional 

Tensió Plana 

 221133
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Equacions de Lamé 

5.3. Elasticitat bidimensional 

Tensió Plana 

 221133
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5.3. Elasticitat bidimensional 

Condicions de Superfície 

1212111 fnn 

2222112 fnn 

30 f

Condicions de Compatibilitat    (2 eq. 0 = 0) 
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Tensió Plana 
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# Activitat 5.1a Examen ## Entregable 13 

 # Activitat 5.1a 

a) Tensió plana 

## Entregable 13 

(límit 1 setmana) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

E = 210 000 N/mm2 

 = 0,3  
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5.3. Elasticitat bidimensional 
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Equacions de Lamé: 

Deformació Plana 
0231333  

122211 ,,  No depenen de x3 



TEMA 5. ELASTICITAT LINEAL 

























































































0

0

0

00000

00000

00000

000

000

000

0

0

12

22

11

3

3

3

122

212

221

12

33

22

11















d

d

d

ddd

ddd

ddd

Equacions de Lamé 

5.3. Elasticitat bidimensional 

Deformació Plana 
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5.3. Elasticitat bidimensional 

 221133  

Deformació Plana 
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Condicions de Superfície 

1212111 fnn 

2222112 fnn 

3333 fn 

Condicions de Compatibilitat    (5 eq. 0 = 0) 
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Condicions d’Equilibri 
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5.3. Elasticitat bidimensional 

Deformació Plana 
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# Activitat 5.1b 

b) Deformació plana 

(límit 2 setmanes) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.1b : Examen ## Entregable 14 
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# Activitat 5.2 

 

 

 
El prisma de la figura està allotjat en una cavitat de gran rigidesa i comprimit a la cara superior amb 

una pressió uniforme de 2 N/mm2 

 

Determinar la variació d’alçada. 

 

Es poden menysprear tant la fricció de contacte com les forces de volum. 

 

Material: E = 2.000 N/mm2 

  = 0.3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.2 : Exercici (temps 30 min) 

2 N/mm2 

3 cm 

a 

b 
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5.3. Elasticitat bidimensional 

Simetria de revolució 

(Axisimetria)  
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Condicions de Superfície 

Condicions de Compatibilitat (2 eq. 0=0) 

Condicions d’Equilibri 
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Simetria de revolució 

5.3. Elasticitat bidimensional 
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# Activitat 5.2’ 

## Entregable 15 

(límit 3 setmanes) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.2’ : Examen ## Entregable 15 
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# Activitat 5.3 

 

 

 
Una columna de formigó sotmesa a una compressió axial de 300 kN, es troba submergida dins un 

dipòsit d’aigua. 

 

Determinar la variació d’alçada que experimenta. 

 

Suposar l’aigua en repòs i ideal (no fricció als laterals). 

Suposar una reacció uniforme i perpendicular a la base. 

 

Formigó: E = 20.000 N/mm2 

  = 0.12 

 f = 2300 kg/m3 

 

Aigua: a = 1000 kg/m3 

 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.3 : Exercici (temps 30 min) 
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# Activitat 5.3’  (a casa) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.3’ : Examen (temps 75 min) 
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5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

REALITAT 

MODEL 

NUMÈRIC 

? 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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Discretització del Continu 

ELEMENT FINIT 

MALLA 

REALITAT  MEDI CONTINU 

MODEL  

DISECRETITZACIÓ 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

NODE 

DISCRETITZACIÓ DELS GRAUS DE LLIBERTAT 

medi continu    model MEF  n  
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Establim unes funcions que ens permeten obtenir 

la solució a l’interior de l’element a partir dels 

desplaçaments dels nodes 

FUNCIONS D’INTERPOLACIÓ 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

i 
j 

l 
k 

1 

2 

u1j 

u2j 

u1k 

u2k 

u1i 

u2i 

u1l 

u2l 

P u1p 

u2p 

    nodesuNuP 

Elements isoparamètrics: 

Són habitualment funcions polinòmiques: 

Grau 1 Grau 2 
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5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

8 Graus de llibertat per element  

I 
J 

L 
K 

1 

2 

PRINCIPI DELS TREBALLS VIRTUALS  Equació d’equilibri elemental 

*
deformació

*
exteriors accions UW   

interiorsexteriors FF




       dVdVbudAfuFu
V

T

VA    }{}{}{}{ **
P

*
superficie Pnodes

*
nodes

P {f } forces de superfície 

Fl 

Fk 

Fj 

Fi 

   {b} 
forces de volum 

Equilibri 

i j 

l 

k 

uL 

uK 

uP 

uJ 

uI 

p 

Objectiu: Equació d’equilibri elemental 
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Funcions d’interpolació 

u1j 

u2j 

i 
j 

k 

1 

2 

u1k 

u2k 

u1i 

u2i 

x1 

x2 

Estableixen la relació entre els 

desplaçaments dels nodes i els 

d’un punt interior qualsevol  

    eP uNu 
P 

Vector de 

desplaçaments 

nodals 
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Vector de 

desplaçament 

d’un punt interior 
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u
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 N
Matriu de funcions 

d’interpolació o 

funcions de forma 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

Exemple: Contant Strain Element 
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Si suposem que les components 

u1 i u2 són funcions lineals de les 

coordenades x1 i x2 
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Matriu de 

monomis 

Vector de coordenades 

generalitzades 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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Com que aquestes funcions també 

s’han de complir als nodes i, j, k, 

podem plantejar el sistema: 

    AC
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d’on deduïm el valors de les 

components del vector {A}:      euCA
1



5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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         eP uCPAPu
1

finalment,  

    eP uNu 

 N
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5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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  AxcxbaN iiii 221 

  AxcxbaN jjjj 221 

  AxcxbaN kkkk 221 

A és l’àrea de l’element, i: 

jkkji xxxxa 2121 

kji xxb 21 

jki xxc 21 

ikkij xxxxa 2121 

kij xxb 21 

ikj xxc 21 

ijjik xxxxa 2121 

jik xxb 21 

ijk xxc 21 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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Es pot comprovar que aquestes 

funcions d’interpolació, compleixen que: 

1 

2 

i 
j 

k 

j 

k 

j 

k 

i i 

1 1 

1 

1 

2 

1 

2 

Ni Nj Nk 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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# Activitat 5.4 

 

Establir les funcions d’interpolació, relació entre els desplaçaments dels 

nodes i els d’un punt interior qualsevol, per a un element unidimensional 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    eP uNu 

# Activitat 5.4 : Exercici (temps 10 min) 
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     euCA
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      eP uCPu
1



    ACue 
 N

I J 

uI 

x 

P 

uJ 

F 



TEMA 5. ELASTICITAT LINEAL 

Discretització de l’estat de deformació (2D) 
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Medi continu 

    eP uNu Discretitzem amb l’expressió: 

           ee uBuNLuL 

Matriu de deformacions 
(al cas estudiat són cnts) 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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Discretització de l’estat de tensió (2D) 

           ee uSuBDD 
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Matriu d’elasticitat 

Tensió plana Deformació plana 
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Matriu de tensions    
(al cas estudiat són cnts) 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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# Activitat 5.5 

 

Deduir les matrius de deformacions i de tensions per a un element 

unidimensional 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    NLB 

# Activitat 5.5 : Exercici (temps 5 min) 

I J 

uI 

x 

P 

uJ 
    euB

    euS

      ]][[][ NLDBDS 
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Equació d’equilibri. Matriu de rigidesa elemental [Ke] 

Les incògnites a determinar són 

els desplaçaments nodals {ue} 

    eP uNu 

    euB

    euS

Les forces exteriors aplicades: 

F1j 

F2j 

i 
j 

k 

1 

2 

F1k 

F2k 

F1i 

F2i 
{b} 

{f } 

{f } Forces de superfície 

{b } Forces de volum 

{F } Forces nodals 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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Principi dels treballs virtuals: El treball virtual realitzat per les forces exteriors 

aplicades ha de ser igual al treball de les forces interiors o energia de deformació: 

       dVdVbudAfuFu
V

T

VA
ee    }{}{}{}{ ****

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

  }{}{ **
euB

                dVuBdVbuNdAfuNFu
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euNu 

        euBDD  
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                e
V

T

V

T

A

T

e udVBDBdVbNdAfNF  

        ee

b

e

f

ee uKFFF 

Càrregues nodals 

equivalents Matriu de 

rigidesa 

elemental 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

És una matriu simètrica 

i singular !! 
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# Activitat 5.6 

 

Deduir la matriu de rigidesa per a un element unidimensional 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.6 : Exercici (temps 10 min) 

I J 
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Principi dels treballs virtuals 
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 eK
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1·xkF 
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1/ xFk  Rigidesa: Força associada a 

un desplaçament unitari 

1/Fk 

Columna 5 

k 
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5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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Matriu de rigidesa global [KEG] 

1 

2 

f3 

f4 

i 
j 

k 
i f7 

f8 

i 

i 

k f15 

f16 

k 
f23 

f24 

Equilibri global: 

    EGEGEG uKP 

Matriu de Rigidesa Global: 
Cada terme és la suma de termes 

dels elements concurrents 

Vector de 

desplaçaments 

nodals 

Vector de càrregues 

exteriors 

(nodals equivalents) 

F1 

F1 = f3 +  f7 + f15 + f23 = .... 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

F2 = f8 +  f4 + f16 + f24 = .... 

F2 

Equilibri nodal: 
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1 

2 

f3 

f4 

i 
j 

k 
i f7 

f8 

i 

i 

k 
f15 

f16 

k 

f23 
f24 

1 

k11 = f3 +  f7 + f15 + f23 = ....  

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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Condicions de contorn. SISTEMA REDUÏT 
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Del sistema general                              , separem les equacions 

corresponents als graus de llibertat restringits. Ens queda:  

    EGEGEG uKP 

inc 

inc 

El sistema desacoblat                                    és compatible i determinat.     EEE uKP 

     EEE PKu
1



5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

ÉS LA SOLUCIÓ DEL PROBLEMA ELÀSTIC 

(solució discretitzada del camp de desplaçaments) 

    euB

    euS

RESULTATS DERIVATS 

“Post-procés” 

}]{[}{ ESES uKP 

“Reaccions” 
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# Activitat 5.7 

 

Resoldre el següent problema elàstic mitjançant elements finits uniaxials: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.7: Exercici (temps 10 min) 

Matrius de rigidesa elemental 

 1K

E1   A1   L1  E2   A2   L2  

 2K  EGK

E3   A3   L3  

 3K

Discretització 

Sistema reduït 

}{ EP
Ensamblatge 

Rigidesa global 

Condicions de 

contorn  EK

}{ Eu

F 

Solució 

Resultats derivats 

    euB

    euS

Reaccions 

}]{[}{ ESES uKP 
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# Activitat 5.8 

(a l’aula, 1 min) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.8: Examen 

MEF 
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# Activitat 5.9 

## Entregable 16 

(límit 3 setmanes) 
 

 

Problema 1 

11.06.08 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

# Activitat 5.9: Examen ## Entregable 16 
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Guia operacional del M.E.F. 

PREPROCÉS: 

1) Dades de partida: geometria, material, condicions d’enllaç i sol·licitacions 

2) Construir la malla: (atenent a la precisió desitjada en cada regió)  

3) Escollir [N] i determinar per a cada element:  [D], [B], [Ke]  

RESOLUCIÓ: 

4) Construir [KEG], {uEG}, {PEG}  

5) Obtenir el sistema reduït [KE], {E}, {PE} eliminant els graus de llibertat restringits 

6) Resoldre {uE}= [KE]-1·{PE}  

7) Resoldre les reaccions {PS}= [KES]·{uE} 

POSTPROCÉS:  

8) Determinar i visualitzar els estats de tensió i deformació per a cada element 

{}=[S]·{ue}  {}=[B]·{ue}  

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

1. Problema 
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5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

1. Problema 

H1_USUM.avi
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2. Física funcional de l’objecte d’estudi 

- Estàtic / Quasi-estàtic / Dinàmic / Impacte / Fatiga 

- Estacionari / Transitori 

- Linealitat geomètrica / Inestabilitat a compressió (vinclament, 

abonyegament). Grans desplaçaments 

- Elàstic / No linealitat material (plasticitat, hiperelasticitat, 

fissuració, viscositat) 

- Fenòmens acoblats (tèrmic-estructural, fluid-estructural) 

- FUNCIÓ de l’objecte d’estudi 

- FENÒMENS FÍSICS que garanteixen el correcte funcionament de l’objecte 

3. Característiques bàsiques de la física del problema 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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4. Problema  Objectiu  Criteris de valoració  

- Rigidesa i deformabilitat general? 

- Tensions i Deformacions globals? 

- Localització de punts conflictius? 

- Estudi de Tensions locals de punts conflictius? 

- Estudi de trajectòries de col·lapse o fractures? 

ESCALA ? 

DOMINI Límits del model  

CONDICIONS DE 

CONTORN 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

Complexitat 

creixent 
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Guia operacional del M.E.F. 

PREPROCÉS: 

1) Dades de partida: geometria, material, condicions d’enllaç i sol·licitacions 

2) Construir la malla: (atenent a la precisió desitjada en cada regió)  

3) Escollir [N] i determinar per a cada element:  [D], [B], [Ke]  

RESOLUCIÓ: 

4) Construir [KEG], {uEG}, {PEG}  

5) Obtenir el sistema reduït [KE], {E}, {PE} eliminant els graus de llibertat restringits 

6) Resoldre {uE}= [KE]-1·{PE}  

7) Resoldre les reaccions {PS}= [KES]·{uE} 

POSTPROCÉS:  

8) Determinar i visualitzar els estats de tensió i deformació per a cada element 

{}=[S]·{ue}  {}=[B]·{ue}  

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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5. Idealització del Problema 

1. Idealització geomètrica: Tipus d’Element Finit 

Massa puntual Barres 2D / 3D Plaques 

Continu 2D /3D Contactes 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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5. Idealització del Problema 

2. Idealització de la geometria global 

- Tenir en consideració tots els paràmetres essencials per a la 

física del problema i prescindir dels detalls insignificants. 

- Cal definir amb exactitud els límits del model. 

- Convé aprofitar totes les simplificacions possibles degut a 

simetries/antimetries/axisimetries de càrrega i geomètriques. 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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5. Idealització del Problema 

3. Idealització del comportament del material 

- Elasticitat no-lineal 

- Plasticitat 

-Bilineal  - Isotròpica 

-Multilineal  - Cinemàtica 

- Elasticitat lineal - Isotropia / Anisotropia 

- Hiperelasticitat 

- Viscositat (Elàstica/Plàstica, Lineal/no-lineal, Isòtropa/Anisòtropa) 

- Fluència (CREEP) 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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5. Idealització del Problema 

4. Idealització de les condicions de contorn 

- CÀRREGA - ENLLAÇ 

Els límits del domini d’anàlisi han de correspondre a zones de 

comportament conegut, quant a esforç aplicat o deformabilitat. 

p 
F 

 

Línia deformable 

Punt desplaçable 

Línia rígida 

Punt indesplaçable 

Domini Domini 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 
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5. Idealització del Problema 

Evitar complicacions innecessàries 

Criteri de 

valoració 

Paràmetre 

de disseny 

Realitat 
(dispersa) 

Simulació simple 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

Anàlisi 

comparativa 

Millora 

Millora? 
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6. Modelat 

Construcció de la malla 

“definim quins seran els punts d’integració” 

p 
F 

Tensió Infinita!! 

MÉS PRECISIÓ    MALLA MÉS FINA 

No té sentit refinar la malla en punts idealitzats 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 



TEMA 5. ELASTICITAT LINEAL 

Solució 
REALITAT 

(Incerta, imprecisa, 

dispersa) 

Dimensió dels elements 

(mètode h) 

Posició 

nodes 

Funcions d’interpolació 

(mètode p) 

SIMULACIÓ  
 

APROXIMACIÓ 
 

ERROR 

5.5. Introducció al Mètode dels Elements Finits 

u



